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РАСШИРЕННЫЙ МНОГОФАКТОРНЫЙ  
МУЛЬТИФРАКТАЛЬНЫЙ МЕТОД  

СОЦИАЛЬНО-ЭКОНОМИЧЕСКОГО ПРОГНОЗИРОВАНИЯ  

В статье представлен новый метод многомерного мультифрактального про-
гнозирования нелинейных социально-экономических систем, построенный на основе 
модернизированного метода Хёрста. Приведены три основные гипотезы и предпо-
ложения, лежащие в основе модели достоверного прогнозирования траекторий эво-
люции социально-экономических систем различного уровня, имеющих динамически 
меняющуюся сложно-детерминированную фрактальную пространственно-времен-
ную структуру. Сформулирована основная теорема прогнозирования. Показаны 
преимущества данного метода прогнозирования перед классическими методами и 
модернизированным методом Хёрста. В рамках использования метода расширено 
понятие экономического риска и приведена методика его оценки на основе уравне-
ния Фоккера — Планка — Колмогорова. Обсуждены возможности его применения в 
прогнозировании сложных социально-экономических систем. 
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Введение 
Стремительное усложнение существующей мировой финансово-экономи-

ческой системы при сложившейся сложной геополитической ситуации требует 
выработки эффективного механизма планирования: целей управления и раз-
вития существующих социально-экономических систем для сохранения и 
улучшения их конкурентной способности в мире [0]. Прошедший глобальный 
финансово-экономический кризис лишь подтвердил необходимость улучше-
ния эффективности такого планирования. Прогнозирование как процесс явля-
ется важным звеном, связывающим разработанную и постоянно совершенст-
вуемую теоретическую модель исследуемой социально-экономической систе-
мы с практическими знаниями и фактами из истории ее развития [0]. Поэтому 
оно становится одним из главных способов формирования стратегии развития 
социально-экономических систем. Таким образом, без построения и совер-
шенствования математической модели динамично меняющейся социально-
экономической системы невозможно эффективное планирование [0]. 

Следует отметить, что на сегодняшний день насчитывается уже более 
трех десятков различных методов прогнозирования [0]. Многие из них можно 
отнести к отдельным несвязанным процедурам, учитывающим всё же некото-
рые нюансы конкретного объекта прогнозирования, в то время как другие 
представляют набор базовых методов, отличающихся последовательностью и 
числом применяемых методов (см. например, [0, 0]). 

Значительную роль в совершенствовании методов прогнозирования со-
циально-экономических систем играют разработки таких ученых, как В. Гольд-
берг [0], А.Г. Аганбегян [0, 0], Л. Клейн [0], И.В. Бестужев [0] и др. Интенсифи-
кация теоретических и прикладных разработок групп методик а также разра-
ботка совершенствование и верификация различных процедур и алгоритмов 
использования различных существующих методов в ходе конкретного прогно-
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зирования являются основными направлениями развития большинства суще-
ствующих работ по прогнозированию. 

Под методом прогнозирования следует понимать совокупность способов и 
приемов нахождения взаимосвязей данных предыстории (в том числе внеш-
них и внутренних связей) объекта исследования с характеристикой его пове-
дения в будущем — достоверности его развития [0]. 

Следовательно, любая социально-экономическая система представляет 
собой открытую систему со множеством внешних и внутренних связей, анализ 
которых играет существенную роль для увеличения достоверности прогнози-
рования [0, 0]. Под достоверностью прогнозирования можно понимать корре-
ляцию (схожесть) прогнозных данных с данными, реально имеющими место в 
будущем. Следует отметить, что возрастающая сложность и структурирован-
ность внешних и внутренних взаимосвязей в рамках математических моделей 
может быть описана лишь введением нелинейных положительных и отрица-
тельных обратных и перекрестных связей в многомерной системе дифферен-
циальных уравнений. Разработка такой системной модели представляет со-
бой нетривиальную задачу и невозможна без всестороннего анализа истории 
развития объекта исследования. Принцип системности при этом означает 
рассмотрение социально-экономической системы как единого объекта, со-
стоящего при этом из множества относительно независимых, но при этом в 
определенной степени связанных блоков [0, 0]. 

 
1. Модернизированный метод Хёрста 
Классический метод Хёрста основан на анализе функции нормирован-

ного размаха R/S и нахождении для неё некоторого усреднённого показателя 
H [0, 0] для систем различной природы. Таких системам множество, начиная 
от физических, биологических и заканчивая сложными системами живого ор-
ганизма, изучаемыми в медицине. 

В соответствии с классически методом Хёрста для имеющегося времен-
ного ряда ξ(t) вычисляется среднее значение <ξ(t)> на интервале времени τ, 
имеющем ту же размерность, что и время t: 


=

⋅=
τ

τ ξ
τ

ξ
1

)(1)(
t

tt . 

По отклонению от усредненного значения на интервале времени τ рассчи-
тывается зависимость накопленного отклонения X(t, τ), по которому вычисля-
ется функция абсолютного размаха R и отдельно — стандартное отклонение 
S ряда ξ(t). Функции R и S зависят от длины τ и могут расти с ее увеличением: 
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Далее вычисляется зависимость безразмерной функции R/S от длины 
временного интервала τ как отношение R к S. По результатам исследования 
многих природных процессов Хёрстом была установлена эмпирическая связь 
между нормированным размахом R/S и длиной интервала τ через показатель 
H [0]: 
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Хёрстом после проведения многочисленных исследований было доказа-
но, что Н может принимать значения от 0 до 1, что для рассматриваемой эко-
номической системы, может быть трактовано следующим образом. В случае 
отсутствия долговременной статистической зависимости (случайное поведе-
ние анализируемого экономического показателя), данное отношение должно 
асимптотически стремиться к τ1/2 (Н=0.5) при стремлении временной длины 
анализируемой выборки исходных данных к бесконечности, что на примере 
броуновского движения было доказано еще Б. Мандельбротом. Значения же  
Н > 0,5 характеризуют сохранение тенденций к росту или убыванию показате-
ля, как в прошлом, так и в будущем (персистентное поведение — сохранение 
тенденции) [7]. Н < 0,5 означает склонность экономической системы к посто-
янной смене тенденции: рост сменяется убыванием и наоборот. Хёрст ис-
пользовал свой метод для целей прогнозирования лишь общей тенденции 
временного ряда, что может быть сделано лишь на один временной период, 
исходя из предположения, что исходный временной ряд имеет одинаковую 
фрактальную структуру на всех временных масштабах, соответствующую 
среднему значению показателя H. 

На сегодняшний день классический метод Хёрста нашёл широкое приме-
нение в экономике для анализа данных временных рядов широкого спектра 
экономических показателей [0–0]. Однако в действительности множеством 
исследователей отмечается наличие сложной пространственно-временной 
структуры территориально-экономических отношений во всех исследуемых 
задачах (см., например, [0, 0, 0, 0, 0, 0]). В геометрическом отношении эта 
структура является пространственно распределенной с широко развитым 
древом ветвлений, заканчивающихся на микротерритории домашнего хозяй-
ства. Это качественно подтверждает существование фракталов в экономике, 
как в территориальном, так и экономическом отношении. В экономике фрак-
тал — это множество, подобное самому себе в территориально-экономи-
ческим смысле. Различного рода фрактальные структуры в экономических 
системах приводят к фрактальному поведению экономических показателей 
таких систем, появляющемуся в наличии четкой взаимосвязи их прошлых зна-
чений с будущими. Таким образом, классический метод Хёрста, применяемый 
для анализа фрактальных свойств временных рядов экономических систем, 
начиная от экономики региона и заканчивая макроэкономикой, может приме-
няться и для прогнозирования поведения таких систем. 

Некорректность анализа временных рядов экономических показателей 
классическим методом Хёрста заключается в предположении наличия одина-
ковых фрактальных структур анализируемых рядов на всех временных мас-
штабах, т.е. предполагается временная неизменность параметров экономиче-
ской системы, определяющих ее саморазвитие. Это приводит к потере досто-
верности прогнозирования за счёт потери информации при усреднении пока-
зателя H. Для устранения данной проблемы авторами был предложен модер-
низированный метод Хёрста. 

Модернизированный метод Хёрста, наиболее полно представленный 
в работе [0], как развитие классического метода Хёрста, является одним из 
эффективных методов прогнозирования, зарекомендовавшем себя во реше-
нии множества задач анализа и прогнозирования (см. например [0–0]). Его 
эффективность в прогнозировании доказана для поведения существенно не-
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линейных систем с траекториями движения (эволюции), имеющими зоны при-
тяжения с фрактальной пространственно-временной структурой. К таким сис-
темам может быть отнесено большинство экономических систем [0]. 

Модернизация классического метода Хёрста была выполнена для повы-
шения эффективности анализа и создания возможности долгосрочного досто-
верного прогнозирования рядов произвольной формы, в том числе статисти-
чески нефрактальных и даже периодических. Для этого была принята сле-
дующая гипотеза: 

Гипотеза 1: Показатель Херста Н есть функция временного интер-
вала τ.  

Для этого построим функцию Хёрста R/S, как функцию τ. Новый показа-
тель Херста Н* определим лишь по двум соседним точкам функции ln(R/S) от 
логарифма τ как производную данной функции: 
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Если построить зависимость Н* от τ, то можно характеризовать времен-
ной ряд исследуемой переменной, как случайный, фрактальный или периоди-
ческий, и выделить некоторые его свойства. 

Классификация рядов. Анализ поведения Н*(τ), определённой согласно 
выражению (1), которую будем называть характеристической функцией, по-
зволяет по постоянству Н* классифицировать ряд как фрактальный или неф-
рактальный. Если Н* = const, то есть не зависит от τ, и при этом 5,0* ≠H , то 

ряд можно считать статистически фрактальным с фрактальной размерностью 
*2 HD −=  и корреляционной функцией. 

Если 50,*H =  — ряд случаен, его фрактальная размерность имеет 
значение D = 1,5, а корреляционная функция, также как и у фрактального ря-
да, не зависит от времени и равна 0. То есть при Н* = const справедливы фор-
мулы для определения фрактальной размерности D и корреляционной функции 
C. 

Если же функция Н*(τ) испытывает скачок при каком-либо значении τ* — 
это означает, что существует некоторый характерный временной масштаб 
изменения фрактальной размерности D, например, при обработке данных 
пары Евро/Доллар (см. рис. 1). При этом для периодических функций будет 
наблюдаться переход от Н* > 0,5 к Н* < 0,5. Для рядов с локальной антиперси-
стентностью и глобальным поддержанием тенденции характеристическая 
функция будет испытывать обратный скачок. В этом случае можно выделить 
характерное время смены тенденции τ*, при котором и произошёл скачок. 

Время характерной смены поведения показателя Н* – tr, как показано в 
работе [0] близко ко времени забывания начальных условий, вводимым как 
одна из основных характеристик поведения открытых нелинейных систем с 
хаотическим поведением. 

Важным преимуществом метода при условии постоянства фрактальных 
свойств исследуемой системы является возможность определения макси-
мального времени достоверного прогнозирования, что становится возможным 
благодаря следующему предположению: 

Гипотеза 2: Максимальное время достоверного прогнозирования 
единственной траектории движения (максимальная длина реконст-
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рукции временного ряда) не может превышать времени забывания на-
чальных условий исследуемой системы. 

Действительно, по прошествии времени забывания начальных условий 
теряется корреляция (взаимосвязь) будущих значений с прошлыми. Как след-
ствие достоверное предсказание поведения исследуемой системы на интер-
валах времени, больших tr становится невозможным, поэтому tr можно назвать 
временем достоверного прогноза. 

 

 
 

Рис. 1. Прогнозирование поведения пары Евро/Доллар модернизированным методом 
Хёрста для исходных данных 2005–2011 гг. и соответствующая зависимость показате-

ля Хёрста H* от временного масштаба τ, определенная согласно формуле (1).  
Горизонтальной пунктирной линией выделено значение H* = 0.5. Серым цветом показана прогно-
зируемая модернизированным методом по поведению Н*(τ) кривая при условии неизменности 
фрактальных свойств показателя со временем. Показана зависимость Н*(τ), позволяющая 

определить время выхода на случайный процесс tr = 6 дней (H ≈ 0.5), которое классическим мето-
дом не выявляется. Из сравнения прогнозной кривой с реальными данными следует, что ряд 
достоверно прогнозируется только на участке H > 0.5 (область персистентного поведения),  

т.е. время достоверного прогнозирования не может превышать tr. 
 
В работе [0], для рядов с постоянными фрактальными свойствами, в част-

ности, была доказана следующая теорема: 
Теорема 1. Для хаотического ряда длительностью tc можно ука-

зать временной интервал τ , где 0τ<τ≤0 , на котором ряд достовер-

но прогнозируем с показателем Хёрста 5,01 >≥ H . 

В качестве основных преимуществ данного метода, таким образом, могут 
быть названы: знание и неявный учет при прогнозировании времени забыва-
ния начальных условий и прогнозирование всех альтернативных траекторий 
движения исследуемого объекта, не осуществимые классическими методами 
прогнозирования. 

Следует отметить, что постоянство фрактальных свойств временного ря-
да возможно лишь при постоянстве управляющих параметров порождающей 
его системы, поэтому для систем с параметрами, изменяющимися во време-
ни, формулировка теорем должна уточниться. 

Однако метод имеет все же некоторые ограничения [0]. Основным огра-
ничением является неизбежное влияние изменения параметров даже четко 
детерминированных систем, например классической системы уравнений Ло-
ренца, на изменение времени забывания начальных условий, что влечёт не-
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избежное изменение фрактальных свойств порождаемых ими временных ря-
дов. Это означает, что в функцию R/S, рассчитываемую для прогнозирования 
хоть и по последним (ближайшим к прогнозируемой) точкам, однако же, с уве-
личением τ охватывающую всё больший временной интервал, дают вклад как 
последние значения временного ряда, так и довольно «давние». При наличии 
изменения параметров системы за этот интервал времени, таким образом, 
неизбежно находится некоторая усреднённая функция R/S и соответственно 
показатель Хёрста. Наличие такого усреднения негативно влияет на точность 
(следовательно, на общую достоверность) прогнозирования. Так как постоян-
ное изменение параметров территориально-экономических систем даже в 
краткосрочном периоде неизбежно, необходимо оценивать степень такого 
изменения для коррекции метода с целью повышения достоверности прогно-
зирования даже на временных интервалах, не превышающих времени забы-
вания начальных условий. 

В данной статье показано, каким образом возможно снятие данных огра-
ничений и на основании каких предположений данный метод прогнозирования 
может быть расширен до многомерного мультифрактального метода анализа 
и прогнозирования, который позволяет оценить меняющееся со временем 
значение времени достоверного прогнозирования по выявлению участков ис-
ходного ряда с наибольшей стабильностью управляющих параметров. 

 
2. Мультифрактальный метод социально-экономического прогнози-

рования 
2.1. Определение степени влияния предыстории для увеличения 

эффективности фрактального прогнозирования. 
Любая экономическая система является открытой и, как правило, сущест-

венно нелинейной динамической системой. Это приводит к постоянному из-
менению её управляющих параметров как за счет влияния извне, так и за счёт 
внутренних воздействий, направляемых обычно на её оздоровление и пере-
ход в фазу экономического роста. Однако это негативно сказывается на воз-
можности прогнозирования ее поведения, особенно, если не имеется доста-
точно полной нелинейной математической модели её описания. Поэтому 
предсказание ее поведения в рамках любых линейных моделей на очень ма-
лых временах является достоверным лишь отчасти подобно тому, как являет-
ся приближённым разложение нелинейной функции в ряд вблизи точки локаль-
ного равновесия. При переходе к более длительным временным интервалам 
нелинейные обратные связи начинают играть существенную роль, что приводит 
к полной потере достоверности любого возможного прогнозирования. 

Нелинейные методы в прогнозировании основаны на построении нели-
нейных математических моделей рассматриваемой экономической системы. 
При этом такие модели должны отражать все ее основные закономерности 
товарно-денежных, территориальных и экономических взаимосвязей. Это оз-
начает, что их построение сильно затруднено, и необходим серьезный много-
факторный и детальный анализ поведения таких экономических систем. С 
другой стороны за время выполнения такого анализа внутренние и внешние 
взаимосвязи описываемого объекта могут настолько серьёзно измениться, что 
необходимо будет построение новой нелинейной модели для эффективного 
прогнозирования эволюции такой системы. 

Все это сильно усложняет задачу достоверного прогнозирования и с уче-
том большой динамичности и изменчивости современного состояния делает 
её почти неразрешимой. Однако, в этом случае имеют преимущество методы 
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математической статистики, позволяющие быстро и довольно полно прово-
дить анализ нелинейных систем для понимания закономерностей их эволю-
ции без построения детально проработанных нелинейных математических 
моделей. 

Модернизированный метод Хёрста является продолжением и расширени-
ем статистических методов для установления временных закономерностей 
траекторий движения сложных нелинейных и существенно неравновесных 
систем.  

Под траекторией движения экономической системы понимается совокуп-
ность функций зависимости основных ее показателей от времени. Как извест-
но, траектории движения любой нелинейной системы при наличии непериоди-
ческих режимов формируют зоны притяжения — странные аттракторы с фрак-
тальной структурой (рис. 2). 
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Рис. 2. Странный аттрактор траектории движения системы уравнений Лоренца  
и аттрактор ценового рынка меди в России в период с 10 января 2007 г. по 10 февраля 

2011 г. Оба аттрактора имеют фрактальную структуру и две зоны притяжения. 
 

Модернизированный авторами метод Хёрста позволяет проводить анализ 
совокупности пространственно-временных структур, сформированных при 
движении такой системы вокруг одного аттрактора и переходах между не-
сколькими. Этот метод без построения сложных математических моделей по-
зволяет определить как время забывания начальных условий, определяющее 
максимальную длительность любого достоверного прогнозирования, так и 
наличие изменений в структуре нелинейных обратных связей в самой систе-
ме, приводящих к порой радикальной смене типа эволюции и образованию 
новых зон притяжения, иногда попадающих в кризисную область. Наличие 
таких возможностей позволяет называть данный метод мультифрактальным 
не только из-за наличия возможности выявления различных типов простран-
ственно-временных структур на разных временных масштабах траектории 
движения, но и из-за возможности определения изменения каждой структуры 
со временем из-за изменения параметров экономической системы, о котором 
было сказано выше. 

Дальнейшее улучшение данного метода, предпринятое авторами для 
создания нового метода фрактального прогнозирования, привело к появлению 
возможности прогнозирования ветвления траекторий движения (см. например 
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[0]). Суть его заключается в следующем. При прогнозировании каждой после-
дующей точки учитывается не только глобальный минимум кривой средне-
квадратичного отклонения функции R/S ряда с прогнозируемой точкой от 
функции R/S исходного ряда, но также и все её локальные минимумы (см. 
рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3. Функция среднеквадратичного отклонения (СКО) функции R/S ряда с прогнози-
руемой точкой от функции R/S скорости изменения показателя просроченной креди-
торской задолженности крупных и средних предприятий и организаций УрФО за 2000-

2011 гг. Построение необходимо для прогнозирования всего множества сценариев 
эволюции фазового вектора по минимумам СКО функции R/S. Из сравнения  
с функцией R/S предыстории четко выделяются две возможности развития  

с разной вероятностью реализации 
 

Таким образом, в качестве преимуществ метода следует отметить появ-
ление возможности предсказания всех альтернативных сценариев развития 
экономики, содержащихся в ее предыстории, и что является наиболее суще-
ственным, момента времени их начала и возможной длительности развития. 

Однако применение данного метода для целей прогнозирования позволи-
ло установить и основные закономерности потери его достоверности, связан-
ные в первую очередь с существенным перестроением экономических систем, 
особенно после наступления и выхода из кризисных состояний. Это приводит 
к размытию функции Хёрста R/S и появлению так называемого «коридора» её 
изменения, и как следствие к  появлению нескольких значений времени забы-
вания начальных условий. 

В качестве примера на рис. 4 а, в представлен R/S анализ с построением 
«коридора» для общего коэффициента рождаемости/смертности, более под-
робно представленный в работе [0]. Анализ проводился по первой производ-
ной переменной коэффициентов рождаемости/смертности для России в ука-
занные годы. Виден не только резкий отрыв нижней границы, указывающий на 
приближение и выход за время забывания начальных условий через 3 года, 
но также и отрыв верхней границы, что указывает на наличие периодических 
изменений параметров демографической системы России «извне» (рис. 4 а, 
б). Максимальное время забывания начальных условий для процесса рож-
даемости при этом не выявляется. Пересечение границы Н = 0.5 связано с 
малой величиной доступной информации о предыстории и как следствие со 
скудной статистикой на больших интервалах (рис. 4 в). Зависимость показате-
ля Хёрста Н(τ) для общего коэффициента смертности выходит в область зна-
чений, близкую к 0.5 (область случайных значений), при τ равном 12 лет 
(рис. 4 г). Таким образом, для общего коэффициента смертности время дос-
товерного прогноза выявляется и составляет 12 лет. На временных интерва-
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лах более 12 лет взаимосвязь будущих значений общего коэффициента 
смертности с прошлыми теряется. 

На основе данного анализа можно сделать вывод, что достаточно точно 
спрогнозировать воспроизводство населения России при учёте постоянного 
изменения управляющих социально-экономических параметров можно только 
на 3 года вперед. 

Прогноз показателя смертности населения представлен на рис. 5. Здесь 
каждая последующая точка каждой траектории определялась по функции ми-
нимаксной оценки стандартного отклонения функции R/S согласно модерни-
зированному методу Хёрста, что позволило минимизировать отклонение 
функции Хёрста для исследуемого ряда (1960-2011 гг. — для траектории 1 и 
2000–2012 гг. — для траектории 2) от функции Хёрста для ряда с достроенной 
прогнозной точкой. 

 

 
 

Рис. 4. Размывание функции R/S с построением «коридора» функции R/S(τ)  
и функции Н(τ) для общего коэффициента рождаемости (а, в) и для общего коэффици-
ента смертности (б, г) за 1960–2012 гг [0]. Коридор изменения функции R/S на (а, б) 
выделен пунктирной и штрихпунктирной линиями. На (в, г) светлой сплошной линией 

показано усреднение показателя Хёрста, пунктирной и штрихпунктирной линией  
обозначены усредненные значения Н для верхней и нижней границы функции R/S 
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Рис. 5. Прогноз общего коэффициента смертности в СССР и РФ модернизированным 
методом Хёрста с прогнозируемыми траекториями на период до 2030 г [0]. Две прогно-
зируемые траектории близки лишь пока время прогнозирования не превышает време-
ни достоверного прогнозирования и спустя минимальное время забывания начальных 

условий расходятся, обозначая различные тенденции 
 

На рис. 6 приведено сравнение результатов прогнозирования по классиче-
скому методу Хёрста, модернизированному (рис. 6 а) и мультифрактальному 
(рис. 6 б) методам. Видно, что мультифрактальный метод существенно рас-
ширяет возможности прогнозирования методом Хёрста и включает в себя 
предыдущие методы как частные случаи. Он также помогает определить длину 
оптимальной предыстории для сокращения количества возможных вариантов 
развития прогнозной ситуации. 

 

 
 

Рис. 6. Сравнение возможностей прогнозирования классического (а), модернизирован-
ного (а) и мультифрактельного (б) методов Хёрста для показателя просроченной кре-

диторской задолженности крупных и средних предприятий и организаций УрФО  
за 2009–2011 гг. Классический метод предсказывает лишь тенденцию (пунктирная ли-
ния, а), модернизированный лишь одну траекторию, в то время как мультифракталь-
ный позволяет определять все множество возможных вариантов развития ситуаций по 

показателю исследуемой задолженности 
 

Таким образом, наличие изменений управляющих параметров во внут-
ренней структуре экономической системы, порождаемых зачастую длитель-
ными негативными (как впрочем, и направленными на ее оздоровление) 
управляющими воздействиями, приводит к необходимости определения ин-
тервала времени, содержащего данные по предыстории, соответствующей 
текущему состоянию рассматриваемой системы. Это необходимо для повы-
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шения достоверности прогнозирования траекторий движения, так как очевидно, 
что один тип поведения нелинейной системы невозможно достоверно предска-
зать по набору управляющих параметров, соответствующий другой нелинейной 
системе. Этой «другой» системой в данном случае может быть и сама экономи-
ческая система при изменении её внутренней структуры, например, за счёт силь-
ных управляющих воздействий извне. Наличие возможности определения «кори-
дора» изменения функции R/S, таким образом, позволяет построить новый метод 
мультифрактального прогнозирования, основанный на определении всех воз-
можных типов пространственно-временных структур, присущих данной системе. 
Тем самым, закладывается основа прогнозирования развития структуры, наибо-
лее полно соответствующей текущему состоянию рассматриваемой системы. 

2.2. Сопоставление функций Хёрста и выделение переменных с 
одинаковой фрактальной структурой. Новое понимание корреляции 

Как известно, любая нелинейная система может быть изучена по порож-
даемым её траекториям, представляющим собой в случае экономической сис-
темы набор функций зависимости основных ее параметров от времени:  

( ) ( ) ( ){ }1 2 NX( t ) a t ,a t ,..,a t=


, (1) 

где X


 — фазовый вектор состояния в момент времени t, который характеризу-
ется набором экономических показателей a1, a2,…,aN в данный момент времени. 

Модернизированный метод Хёрста позволяет анализировать и прогнози-

ровать поведение лишь одного показателя от времени, например ( )1a t , либо 

( )2a t  и т.д. Однако для анализа и прогнозирования многомерных (а наличие 

вектора X


 как раз свидетельствует об этом) нелинейных экономических сис-
темы можно воспользоваться следующей гипотезой: 

Гипотеза 3. Вся информация о состоянии системы содержится в 

каждой зависимости её фазовой координаты от времени ( )ia t . 

Доказательство этой гипотезы следует из одной из теорем Такенса [0], а 
её применение к нашему случаю позволяет сделать следующий вывод: все 

функции фазовых координат ( )ia t  фазового вектора X


 имеют оди-

наковую фрактальную структуру. Это означает, что вся сложная терри-
ториальная, внутренняя и временная структура рассматриваемой экономиче-
ской системы находит свое отражение в изменении каждого порождаемого 
этой системой экономического показателя (фазовой переменной). Этот вывод 
является существенным, так как позволяет определить набор минимальный 
эффективных параметров экономической системы, полностью определяющих 
её состояние и, следовательно, траекторию её движения. Такой набор будет 
характеризоваться следующим условием: 

( ) ( ) ( )
1 2 Na a aR / S ,t R / S ,t ... R / S ,tτ = τ = = τ . 

Это условие означает идентичность функций Хёрста для всех существен-

ных параметров ( )ia t . Таким образом, по поведению функции R/S и ве-

личине коридора размывания можно определить эффективный набор 
коррелирующих между собой экономических параметров, определяю-
щий текущее состояние экономической системы без построения её 



 83

нелинейной математической модели. Это является расширением 
идеологии модернизированного метода Хёрста и одним из преиму-
ществ многомерного мультифрактального метода. 

 

2.3. Прогнозирование каждого компонента. Основная теорема про-
гнозирования 

Сформулированная выше гипотеза позволяет выполнять многофакторное 
предсказание её последующего состояния на основе одновременного прогно-
зирования всех составляющих фазового вектора согласно выражению (1): 

( ) ( ) ( ){ }1 2 NX ( t ) a t ,a t ,..,a t=


. Таким образом, модернизированный метод 

Хёрста может быть расширен до многомерного (комплексного) прогнозирования. 
Теорема 2: Если для многомерного вектора состояния 

( ) ( ) ( ){ }1 2 NX( t ) a t ,a t ,..,a t=


 выполняется условие 

( ) ( ) ( )
1 2 Na a aR / S ,t R / S ,t ... R / S ,tτ = τ = = τ , то его значение может быть 

достоверно спрогнозировано на временном интервале τ , где 0τ<τ≤0 , с 

показателем Хёрста 5,01 >≥ H , а за пределами этого интервала 0τ > τ  

могут быть найдены все конечное множество N < ∞ траекторий движе-
ния с определением вероятностей реализации каждой из них. 

Доказательство первой части следует из Теоремы 1 [0] с некоторыми пре-
образованиями, полное еt доказательство выходит за рамки данной статьи. 
Однако некоторые предположения и выкладки для доказательства второй 
части будут рассмотрены далее. 

2.4. Расширение понятия экономического риска 
При наличии малых флуктуаций нелинейная система описывается норми-

рованной вероятностной функцией распределения g, связанной с потенци-
альной функцией системы F посредством уравнения Фоккера-Планка [0,0]: 

)()( 2 DgFg
t
g ∇+∇∇=

∂
∂

, 

где D — коэффициент диффузии. Потенциальная функция позволяет опреде-
лить точки устойчивых и неустойчивых равновесий нелинейной системы, свя-
занных с элементарными катастрофами. Правая часть уравнения состоит из 
двух членов — «дрейфа» и «диффузии» [0]: дрейф заставляет функцию рас-
пределения двигаться по направлению к ближайшему локальному минимуму. 
Роль диффузии двояка: она описывает размах функции распределения, кото-
рая концентрируется вокруг локального минимума, и вероятность, с которой 
флуктуация может перевести систему из метастабильного (локального) мини-
мума в глобальный минимум. Если флуктуаций нет, то диффузия от локально-
го к глобальному минимуму отсутствует. 

По известной хаотической траектории движения, восстановленной по вре-
менному ряду, можно получить вероятностную функцию распределения (плот-
ность вероятности) [0]. Исходя из предположения эргодичности исходного вре-
менного ряда, для данной траектории можно заменить усреднение вероятност-
ной функции распределения по ансамблю усреднением по времени. Тогда стано-
вится возможным восстановление вероятностной функции распределения g(x). 

Для этого диапазон значений временного ряда разбивается на множество 
интервалов, количество которых, однако, должно быть много меньше количества 
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выборок значений. Для каждого диапазона производится определение значения 
функции плотности вероятности, нормированной на единицу, исходя из его ши-
рины и количества значений выборок временного ряда, попавших в этот диапа-
зон. Тем самым реализуется метод стохастического анализа нелинейных хаоти-
ческих систем по временному ряду, будущее значение величины для которых в 
рамках данного метода может быть определено лишь с известной вероятностью. 

По известной вероятностной функции распределения g(x) возможно вос-
становление нормированной на коэффициент диффузии функции потенциала 
F(x)/D по решению уравнения Фоккера — Планка в стационарном случае: 

)()(0 2 DgFg ∇+∇∇= , тогда ( )
0( ) F x Dg x g e−= ⋅ . 

Отсюда следует выражение для потенциала: 

( )0( ) ln ( ) /F x D g x g= − . 

Аппроксимация потенциальной функции F возможна полиномом n степе-
ни, что соответствует элементарным катастрофам (складки, сборки, ласточки-
ному хвосту и т.п.) [0], которые описывают переходы между несколькими ус-
тойчивыми состояниями экономической системы [0]. 

Метод является применимым для анализа нелинейных систем по доста-
точно длинным временным рядам (реализациям). При его применении (в 
предположении эргодичности процессов, протекающих в исследуемой систе-
ме) становится возможным определение количества и типа точек равновесия 
системы, а также определение времён релаксации к локальному и глобально-
му минимумам (см. рис. 7). 

 
 

Рис. 7. Функции плотности вероятности для координаты z системы уравнений Лоренца 
(а), сердечной мышцы при патологии (б) и индекса Доу-Джонса (в); а также соответст-
вующие им восстановленные потенциальные функции (г, д, е). В качестве исходных 
данных использовались временные ряды, содержащие 180000 выборок или 900t0 — 
система уравнений Лоренца (σ = 7, r = 28, b = 8/3) (а, г), 39000 выборок или 150 сек — 
электрокардиограмма с монитора Холтера для пациента с патологией (б, д) и 1486 выбо-
рок (одна в день) для индекса Доу-Джонса за период с 24.03.2005 по 17.02.2011 (в, е). 
Для системы уравнений Лоренца согласно рис. 7 стохастический потенци-

ал, восстановленный по временному ряду и аппроксимированный в виде поли-
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нома 4-й степени (катастрофа сборки), совпадает с детерминистическим [0]. 
Анализ показывает, что для реальных систем, таких как физические, экономи-
ческие, биологические и многие другие, для аппроксимации можно ограничить-
ся полиномом 6-й степени, что соответствует катастрофе «ласточкин хвост».  

Данный метод может быть расширен на многомерный случай: 

( )1 1 0( ,..., ) ln ( ,..., ) /N NF x x D g x x g= −  

Это позволяет определять вероятности 1( ,..., )Ng x x  развития прогнози-

руемых по мультифрактальному методу траекторий движения социально-
экономической системы и как следствие риски перехода в одно из устойчивых 
состояний (см. рис. 8). 

 
 

Рис. 8. Двумерная потенциальная функция нелинейной экономической системы  
с несколькими минимумами, соответствующими трем зонам притяжения  

фазовой траектории системы 
 

Риск — вероятность развития всей совокупности невыгодных траек-
торий движения. Риск может быть определён как вероятность получения 
экономических потерь при реализации невыгодной траектории движения. При 
этом следует понимать, что существует и «риск получения прибыли», связан-
ный с развитием благоприятной траектории движения.  

Однако в случае мультифрактального прогнозирования, если существует 

набор возможных траекторий 1 2 NX ( t ),X ( t ),...,X ( t )
  

, то этому набору может 

быть сопоставлен набор вероятностей их реализации 

( ) ( ) ( )1 1 2 2 N Np X , p X ,..., p X
  

. Сумма вероятностей развития всех неблагопри-

ятных траекторий и будет определять риск R экономических потерь: 

( )i i
i

R p X=


. 

При этом для многомерного мультифрактального метода прогнозирова-
ния фазовое пространство экономической системы может включать в себя не 

Кризис 2 

Кризис 1 

Эффективный 
рынок 

( , )F a b D  

Переходы м/у 
устойчивыми 
состояниями 
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только чисто экономические показатели ( )ia t , определяющие фазовый век-

тор ( ) ( ) ( ){ }1 2 NX ( t ) a t ,a t ,..,a t=


, а также и другие производственные/ 

логистические/ социальные и др. существенные факторы, принадлежность 
которых к рассматриваемой экономической системе была доказана за счёт 
идентичной мультифрактальной структуры. 

 
Заключение 
Представленный в статье метод многофакторного мультифрактального про-

гнозирования, являясь развитием модернизированного метода Хёрста, тем не 
менее, освобождён от недостатков последнего  и расширен на область многих 
связанных экономических переменных. Это позволяет использовать его в много-
факторном анализе и прогнозировании с автоматическим выявлением текущего 
времени забывания начальных условий и построением всего множества прогноз-
ных траекторий в многомерном фазовом пространстве. Применение методов 
нелинейной динамики позволяет в рамках этого метода прогнозирования опре-
делять величины существующих на данный момент экономических рисков, осно-
вываясь лишь на предыстории исходного множества экономических переменных.  

Метод, таким образом, создает основу для построения многомерной мно-
гофакторной нелинейной математической модели, которая позволит достичь 
не только нового уровня понимания сути процессов, происходящих в общест-
ве и экономике и их взаимосвязях, но и выработать на этой основе эффектив-
ный механизм планирования для достижения поставленных целей и повыше-
ния конкурентоспособности отдельной социально-экономической системы в 
мировой экономике. 

Все вычисления выполнены с помощью специализированного программ-
ного обеспечения [0-0]. 

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда 
(проект № 14-18-00574 «Информационно-аналитическая система «Антикри-
зис»: диагностика регионов, оценка угроз и сценарное прогнозирование с це-
лью сохранения и усиления экономической безопасности и повышения благо-
состояния России»). 
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ADVANCED MULTIFACTORIAL MULTIFRACTAL METHOD  

OF SOCIAL AND ECONOMIC FORECASTING 
 
The article presents a new method for multifractal multi-dimensional prediction of the 

nonlinear socio-economic systems. The method is built on the basis of the modernized 
method Hurst. Are given three main hypotheses and assumptions underlying the model of 
reliable prediction of the evolution trajectories of socio-economic systems at various levels 
with a dynamically changing hard-deterministic fractal space-time structure. The main theo-
rem of forecasting is formulated. The advantages of this method compared to the classical 
forecasting methods and modernized Hurst method are shown. As part of the method the 
concept of economic risk is expanded and the method of its evaluation on the basis of the 
Fokker-Planck-Kolmogorov equation is described. The possibilities of its application in the 
prediction of complex socio-economic systems are discussed. 

 
Мultifractal forecasting method, modified Hurst exponent, initial conditions for-

getting time, reliable forecast time, motion path attractor, economic risk, probability 
density, Fokker-Planck equation. 

 


